LIST OF INTEGERS OF SMALL NORM IN SIMPLEST CUBIC FIELDS
OVER Q(v/—D)

PETER KIRSCHENHOFER, CATRIN LAMPL, AND JORG M. THUSWALDNER

Let k := Q(v/—D) be an imaginary quadratic number field and Zj be the corresponding ring

of integers. For t € Zj, let be
filz) =23 —(t—1)a® — (t+2)z -1
and a = oY) be a root of f;. Let be v € Z[a]. For all ¢ with Rt < —% and St > 0
[Nk(ay k(7] < |2t + 1

implies that -y is associated to an integer in Zj or
(1) v = pBal (o + 1)*2
where g is a unit of Zy, b1,be € Z and (3 is either an element of the triple {« — 1, —(2a+1), o+ 2}
(satisfying Ny (a)/x(8) = 2t + 1) or an element of the triples presented in the list £(¢, o, 3) below.

(For details we refer the reader to [1].)

Let
M = {—4+ 9iv/2, =3 + 9i/2, =2 + 9iv/2, —1 4 9iv/2, —5 + 8iv/2, —4 + 8iv/2, —3 + 8iv/2,
— 24 8iV2, =1+ 8iV2,—6 + Tin/2, =5 + Tiv/2, =4 + Ti/2, =3 + Ti/2, =2 + Ti/2, —1 + TiV/2,
— 6+ 6iv/2, =5 + 6iv/2, —4 + 6iv/2, =3 + 6iv2, =2 + 6iv/2, —1 + 6iv/2, —6 + 5iv/2, —5 + 5iv/2,
— 44502, =3+ 5iv2, =2 + 5iV2, —1 + 5iv/2, —6 + 4iv/2, —5 + 4iV/2, —4 + 4i\/2, —3 + 4i\/2,
— 24402, -1 +4iV2, =5 + 3iV2, —4 + 3iV/2, =3 + 3iV2, =2 + 3iV2, —1 + 3iV/2, —4 + 2iV/2,
— 3422, -2+ 2iv2, -1 + 2i\/2}
and
My o= {—5+ 153 34 7iv/3, —2+ Tiv/3,—1 + 7iv/3,—§ + 1303 T4 1303 54 13Y3
— 341331 + 131{, —5+ 6iv/3, —4 + 6iv/3, =3 + 6i/3, =2 + 6i/3, =1 + 6iy/3, — 13 4 LL/3
_L21+111‘2\/57_%_’_111’2\/57_%_'_11i2\/§7_g+11i2\/§7_%+11i2\/§,_% 11zf 6+52\f 5+52f
— 44 5iV/3, =3+ 5iV/3, —2 + 5iv/3, —1 + 5iv/3, -1 4 9yY8 1L W —§ 443 T 9iY3

84 243 _ 3 86y3 % 8iy3 7+4z\f 6+4z\f 5+4zf 4+4z\f ~3+4iV/3,

— 2 + 403, —1 + 4iV/3, — + 7zf + 7zf _9 9 4+ 7z\f % + 7z\f % + 7“/ % + 7“[
2+7“f ~7+ 3i/3, 6+3zﬁ —5+3z\f 4+3z\f 3—1—32\/3 —2—}—32\/3 —1+3z\f
_ _|_a7,\f7 121 + Ln\f, o + oz\f, u + oz\f, 2 + ozf, 2+ ozf, 5_1_ ozf 6—|—22f

—5+2z\[ —4+2i/3, -3+ 2iV/3, 2+2z\f—1+2zxf—ﬁ+3zf 121+3M —9 4 33

— T4 83 5 303 34 38 54/ 4 +iy/3,—3+iV3, 2+Z\/§*1+Z\/§*7+“f

7 iv3 _5 /3 _3 i i
R R R zfv—frTf}“
H L{t.0.0) |
Discriminant Ni(a)/1(8) B
D =1and
|t| > 6 and
te{—3+5i,—5+3i,
—4 + 44, -5 + 24,
54, —4+ 3,
4420440}

LE (2t 41) = 2(1—1) | {—(a+b), (1 —b)a+1,ba—1+b}
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I L{t, o 9) [
D =1 and
te{_@f;‘ifﬂwi’ L (24 4 1)+ 3(1—4) {—(a+1-b),ba+1,(1—b)a—b)
—2 4 2i, -3 + i}
D =1 and
’fe_{lj’;,‘lj’?)f;"“’ Losi(op 4 1) - 94T {a4+2—b,(1—ba—1,—((2—ba+1—b)}
—1+4 30, -2+ 23}
D =1 and .
t e {—145i,—2+4i, ;fﬂz)(% +1)- {a+1—2b,—(2ba + 1), (20 — 1)a + 2b}
—1 4 4i,—2 + 3i}
D =1 and 1+ 104 {—(a—2b),(1+2b)a + 1, —(2bar + 1 + 2b)}
t=—1+5 3—8i {a+1—4b, —(4ba + 1), (4b — 1)a + 4b}
It = /26 9 —4i {—(a? + (4 — 5b)a — 1 — b), (4 — 4b)a® + (2 — Bb)a — 1,
(1+b)a? + (6 — 3b)a + 4 — 4b}
D =1 and 6 — 61 20 +1-b,—(1+b)a+2),—((1—-ba—1-0)}
t=—2+4i 6—i {a+2—3b, (1 —3b)a—1,—((2 — 3b)a+ 1 — 3b)}
It =25 4 — 5i {a? + (2 = 3b)a — b, —((1 — 2b)a?® — 3ba — 1),
—(ba? + (2 —b)a+1—2b)}
D =1 and
t=—3+3i 5+ 61 {a+3-2b,(2—2b)a—1,—((3—2b)a+2—2b)}
It] = 32
D =1 and 1-8i {aZ+(B3-2b)a—b,(b—2)a? + (2b— Da + 1,
t=—1+4i —(ba? +3a+2—1b)}
[t| = V1T or
{—(a® +4a —b), (3 + b)a® +2a — 1,ba® + (4 + 2b)a + 3 + b}
2 — 6i {2a+1-b,—((1+b)a+2),—((1 —b)a—1-10b)}
3—4i {a?+ (1 = 3b)a+1,(1+3b)a? + (1 + 3b)a + 1,
a? + (1+ 3b)a + 1 + 3b}
2—3i {a+1—3b,—(3ba+ 1), —((1 — 3b)a — 3b)}
1—6i {a —2b, —((1 + 2b)a + 1), 2ba + 1 + 2b}
1+4i {—(a®+ (1 = 3b)a —b), —(2ba® + (1 + 3b)a + 1),
ba? + (1 —b)a — 2b}
5— 6i {a? +2a —b,—((1 +b)a® — 1), —(ba® + (2 + 2b)a + 1+ b)}
D=1 and 6 — 2i {2a4+1-b,—(1+ba+2),—((1-ba—-1-0)}
t=—2+3i -3 —4i {a? + (3 —2b)a + 2,2ba2 — (1 — 2b)a + 1,202 + (1 + 2b)a + 2b}
|t = /13 3+2i {a+2—2b,(1 —2b)a —1,—((2 — 2b)a + 1 — 2b)}

{a? 4+ (2—-2b)a—0b,(b—1)a® + 2ba + 1, —(ba® + 2a + 1 — b)}
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L(t, o, B)

D=1 and
t=—-1+31
[t| =10

1—-61¢

441

{—=((1+2b)a® + (3+b)a+1),(1 —b)a®+ (1 — 3b)a — 1 — 2b,
—(a? = (1+ba—1+0b)},

{—(a* —ba—1+1b),—(2ba® + (2 + b)a + 1), (1 — b)a? + (2 — 3b)a — 2b},
{=(@?+ (2+b)a+1-1b),2ba® +ba —1,—((1 — b)a? — 3ba — 2b)},
{=(a? + (2 =5b)a — 2 —b), (3 —4b)a? — 5ba — 1, (2 + b)a? + (6 — 3b)a + 3 — 4b},
{=(@®*+ (B4+ba+2),ba’+ (1+ba—1,—(2a>+ (1 —b)a—b)}
or {—(a? + (6 + 2b)a +5), 2ba* + (4 + 2b)ac — 1, —(5a* + (4 — 2b)a — 2b) }
{20+1-b,—((1+b)a+2),—((1-ba—1-0b)}
or {—((2=2b)a—1—b),(3—b)a+2—2b,—((1+b)a+3—b)}
{3a+2—b,—((1+b)a+3),—((2—ba—1-0b)},

{—(a? — (1+2b)a — 1+ b), —((1 4+ 3b)a? + (3 + 2b)a + 1),

(1 —b)a? + (1 — 4b)a — 1 — 3b},

{—(a®+3a —b),(2+b)a? + a—1,ba® + (3 + 2b)a + 2 + b},
{—(@®+3a+7—-0b),—((5—b)a2 —a+1),—((7T—b)a?+ (11 — 2b)a + 5 — b)},
{a? + (3 —2b)a —b,(b—2)a®+ (2b — 1)a+ 1, —(ba? + 3a + 2 — b)},
{20 + (2 — 5b)a — 2 — 2b, —((2 — 3b)a® — (2 + 5b)a — 2),
—((2+2b)a* + (6 —b)a+2 —3b)}
or {—(2a% + (3 — 4b)a — 2 —b), (3 — 3b)a? — (1 + 4b)a — 2,

(24 b)a? + (7T —2b)a+ 3 — 3b}
{a+2—b,(1-ba—1,—(2=ba-+1-bl,

{—=((4+ 5b)a +2 — 2b), (2 + Tb)a + 4 + 5b, (2 — 2b)a — 2 — b},

{a? +b,(1+ b)a? + 2a + 1,ba? + 2ba + 1 + b},

{a®+ (1 —2b)a — 1+ b, —((1 — 3b)a® — (1 + 2b)a — 1),
—((1—=b)a® + (3 —4b)a+1—3b)},

{a? +(1—-2b)a+1,(1+2b)a? + (1 +2b)a+ 1,02 + (1 + 2b)a + 1 + 2b},
{—(202 + (2 — 4b)a — 2 — 1), (2 — 3b)a? — (2 + 4b)a — 2,
(2+b)a? + (6 — 2b)a + 2 — 3b}
or {—(2a2 + (4 — 5b)a — 2 — 2b), (4 — 3b)a? — 5ba — 2,

(2 + 2b)a? + (8 — b)a + 4 — 3b}

{—(a—2b), (1 +2b)ar + 1, —(2ba + 1 + 2b)},

{a? — (2+b)a+b,(3+2b)a? + (4 + b)a + 1,ba® + (2 + 3b)a + 3 + 2b}
or {—(3a2 + (3 — Tb)a — 3 —b), (3 — 6b)a® — (3 + Tb)a — 3,
(3+b)a? + (9 —5b)a + 3 — 6b}

D =1 and
t=—-2+2i
= 2v2

{a?+2a—1-b, —((2+b)a?®—1), — ((1+b)a® +(4+2b)a+2+b)}

D =1 and
t=—-1+2i
it =5

2+ 3

2+21

Ba+2—b—((1+ba+3),—(2-ba—1-0b1,
{a? +b,(1 +b)a? + 2a + 1,ba? + 2ba + 1 + b}
or {a? — (1+b)a+b,(2+2b)a? + (3 +b)a + 1,
ba? + (1 + 3b)a + 2 + 2b}
{(—(a=1-0),24+ba+1,—((1+ba+2+b)}
or {—(2a% + (4 — 3b)a — b), (2 — 2b)a® — 3ba — 2,
ba? + (4 —b)a +2 — 2b}
{20+1-b,—((1+b)a+2),—((1-ba—1-0b)}
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L(t, o, f)

D =2 and
t € {—1+10iv2, -5+ 9iV/2,

2620 (9¢ 1) +

{—=(a+1-0),ba+1,(1—b)a— b}

—T+TiV2, T+ 4iV/2, 1(8 = 7v/2i)
—5+ 2i\/2}
D =2 and
t € M3 and 26v20 (91 4 1) +

t € {—6+8iv2, —T7+ 6i\/2,
—7 + 5iv2, —6 + 3iv/2}

3(8 —7V/20)

{—(a+1—=b),ba+1,(1—b)a—b}

D =2 and 2 /3i
=2t 41) — (a— atl. — (b
t e Ms 15+ 7v3) {—(a—b), (14+b)a+1, —(ba+1+b)}
D =2 and {a? 4+ (2—-2b)a—b,(b—1)a® + 2ba + 1,
t=—2+43iV2 3—6iv2 —(ba® +2a+1—b)}
|t = v22
D =2 and 3 —4iV2 {a+1—2b,—(2ba + 1), (2b — 1) + 2b}
tjt_i%ﬁ 5+ 3iv2 {—(5a—b),(5+b)a+5, —(ba+5+b)}
D =2 and
t=—2+2iV2 3+2iV2 {a4+2-b,(1-b)a—1,—((2—b)a+1-b)}
It| =23
D =2 and 1—4iV2 {—(a?+ (4 +ba+3),ba’+ (2+b)a—1,
t=—1+2iV2 —(3a?+ (2—-b)a—10b)},
It| =3 {ba? + (3+3b)a+4+b, (1 —b)a® — (3+b)a+ b,
(4+b)a?+ (5 —b)a+1—b}
{ba? + (2 4+ 4b)a + 3+ 2b, (1 — b)a? — (2 + 2b)a + b,
(3+2b)a* +4a+1—b}
44 2iV2 {20 4+2—b,—(ba+2),—((2—b)a—b)}
or{—((2—=b)a? + (2 - 3b)a — 2 —b),
(2-b)a?—(2+ba—2+0b,
(2+b)a®+ (6 —b)a+2 — b}
1—iv2 {4da+3—b,—((1+b)a+4),—((3—b)a—1-b)}
5—iv2 {8a+2—b,—((1+ba+3),—((2-ba—1-0b)}
3—1iv2 {a+2-b,(1-b)a—1,—((2—b)a+1-0)},
{2041 —b,—((1+b)a+2),—((1—b)a—1—-1b)},
{a? 4+ 2a — b, —((1 + b)a® — 1),
—(ba? + (2+2b)a+1+0b)}
or {a? + (1 =ba+1,(1+ba+ (1+b)a+1,
o+ (1+ba+1+b}
2iv/2 {=(2a —b),(2+b)a+2,—(ba+2+b)}
1+2iV2 {a®’+a+1,02+a+1,02+a+1}
or {—(a?+ (2—-b)a+1),—(ba® +ba + 1), —(a® + ba + b)}
54 iv?2 {—((1 = b)a? = 3ba — 2 — b),

(1-b)a?—(2+ba—1+b,
(2+0b)a?+ (4—b)a+1—0b}
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[ L(t, o, B) |
D =3 and
LM, #(%4_1)_% {a+1+b,ba—1,—((1+b)a+b)}
D =3 and W39t 1)+ 1 {a—b,—((1+b)a+1),ba+ 1+ b}
t;é—%ﬂf 2+l _ 3iy/3 {—(a+1—-b),ba+1,(1—b)a— b}
D =3 an 241 | 3iV/3 — - -
it > 2 2+l 4 3 {=(a+b),(1-b)a+1,ba—1+b}
D =3 and — 303 (9t 4 1) {—(a+1—2b),2ba +1,—((2b — 1) + 2b)}

te{—%+%,—2+3z\/§, 114963
—1+3z’\f SpoiB | _340B (o 1) | (a4 2—2b,(1—2b)a—1,—((2 - 2b)a + 1 — 2b)}
+ 5Lf %+ 51\/ _11-3%/3
os 2;%5 3—1 sz} 241 _ 3iy3 {(a+1 E b%Q,Q(ba(I 1);5(1 sz;)a — )%}
=Jan —(a® + (4 — o —0),
t=—1+3iV3 194 50v3 —((3b — 3)a% + (4b — 2)a + 1),
t] = 2v7 ba? — (2b — 4)o + 3 — 3b}
D =3 and {202 + (4 — b)a — b, — (202 — ba — 2),
—5 4 5iy3 4 —5i\/3 —(ba? + (4+ b)a+2)}
iti=5
D =3 and
t=—-3+2iV3 11 _ i3 {a+5—3b, (4—3b)a—1,—((5—3b)a+4—23b)}
t] = v21
D =3 and 1 —4ivV/3 {a+4—4b,(3 —4b)a —1,—((4 — 4b)a + 3 — 4b)}
t=—3 4303 7—3iV3 {a+3-3b,(2—3b)a—1,—((3—3b)a+2— 3b)
||:f 8 —iV/3 {a+3—4b,(2 — 4b)a — 1, —((3 — 4b)ar + 2 — 4b)}
2+ 3iV3 {—(a®+ (4 = 3b)a —b), (3 —2b)a® + (2 — 3b)a — 1,
ba? + (4 — b)ar+ 3 — 2b}
5+ 4iV/3 {—(a?+ (4= D)o+ 1), (2 — 4b)a2 + (2 — 4b)a — 1,
—(a? — (2 — 4b)a — 2 + 4b)}
D =3 and —4 {a?+ (3 —4b)a+1—-2b,(2b—1)a® + (4b— D)o + 1,
t=—14 53 —((2b—1)a2 + a+1—2b)}
It = /19 4v/3i {a+2—-3b,(1 -3b)a—1,—((2—3b)a+1—3b)}
4 —3/3i {a+2—4b,(1 —4b)a — 1, —((2 — 4b)a + 1 — 4b)}
44 3/3i {—(a+3 —4b), —((2 — 4b)ar — 1), (3 — 4b)ax + 2 — 4b}
-5 {a? + (4 — 4b)a — b, (3b — 3)a? + (4b — 2)a + 1,
—(ba?® — (2b — 4)a+ 3 — 3b)}
8 {a? 4+ (4 —6b)a —1 —b, (5b — 4)a2 + (6b — 2)a + 1,
—((b+1)a? — (4b — 6)ar + 4 — 5b)}
D =3 and 6 +iv3 {a+3—2b,(2—2b)a—1,—((3—2b)a+2—2b)}
t=-2+2i/3 iy 2643 {a+3-3b(2—3b)a—1,—((3—3b)a+2—3b)}
It =4 g_&f {a+4-3b,(3—3b)a—1,—((4—3b)a+3—3b)}
5 _ 3iy3 {a2+ (3—2b)a—b,(b—2)a%+ (2b— Da+1,

—(ba? +3a+2—1b)}
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H L(t,a, ) [
D =3 and 1 —4iv/3 {a? + (2 — 2b)a + 1,2ba? + 2ba + 1, a2 + 2ba + 2b}
t=-1+2iv3| -1 T3 {a? + (2= b)a+1,ba2 + ba + 1,02 + ba + b}
It| = V13 g+3f23 {(1-2b)a—1—b,—((2—b)a+1—2b), (1 +b)a+2— b}
9 _ 33 {(1=2b)a® — (3+3b)a—1—b,302+ (5—b)a+1—2b,
—((1+b)a? — (1 +b)a—3)}
5—2iV3 {a+3-2b(2—2b)a—1,—((3—2b)a+2 —2b)}
5+ 2iV3 {?+a+1,a®>+a+1,a2+a+1}
7 i‘23 {a+2-3b,(1-3b)a—1,—((2—3b)a+1—3b)}
3+ 352 {—(a+3-3b),—((2—3b)a—1),(3 - 3b)a+2 — 3b}
—12—34—33/5 {2+ (1 +ba+1,(1-ba?>+(1-ba+1,a®+ (1 —b)a+1-—b}
or {a? + (3 —2b)a+4—b,(2+b)a? — (1 — 2b)a + 1,
(4—b)a? + 5o+ 2+ b}
11 35 {2+ (1+ba+1—b,(1—2b)a?+(1-ba+1,
(1—-b)a?+ (1 —3b)a+1—2b}
1 _ 3iy3 {a® + (3+3b)a + 2 — 2b, —(5ba? + (1 + 3b)ar — 1),
(2 - 2b)a® + (1 — Tb)ar — 5b}
g+325/3 {a? + (4 =5b)a— 1 —b,—((4 — 4b)a® + (2 — 5b)a — 1),
—((14+b)a®+ (6 —3b)a+4 — 4b)}
1 4 Y3 {(a = b)2, (1 +b)a+1)2, (ba+ 1+ b)?}
or {—((1+b)a? + (7 —3b)a+ 6 — 5b),ba® + (5 — 5b)a — 1 — b,
—((6 — 5b)a® + (5 — Tb)a — )}
D =3 and 2+ 3iV3 {a+3—2b,(2—2b)a —1,—((3 —2b)a + 2 — 2b)}
t=-24+3Y3 | 54923 {a+2—2b,(1—2b)a—1,—((2—2b)a+1—2b)}
t| =13 4403 a+4—2b,(3—2b)a—1,—((4—2b)a+ 3 —2b)}
It]
4 {(a+1—0)% (ba+1)% ((1 - b)a — b)?}
D =3 and 2 —3iV/3 {a? + (3 -b)a+2,ba® — (1 —b)a+ 1,202 + (1 +b)a + b}
t——%—i—&g/g or {2a% + (3 — 2b)a + 1 — b,ba® + (1 + 2b)a + 2,
[t| = (1 -b)a? —a+ b}
1—-3iV3 {a?+a+ 1,02 +a+1,02 +a+1}
or {a?+ (3 —b)a+2+b,2ba? — (1 —b)a+1,
(2+b)a? + (1 + 3b)a + 2b}
2+iV3 {a+2—2b,(1 —2b)a —1,—((2 — 2b)a + 1 — 2b)}
3iv3 {1=2b)a—1-b,—((2—b)a+1-2b),(1+b)a+2—b}
or {(4—2b)a—1—0b,—((6—b)a+4—2b),(1+ba+5—>b}
4—i/3 {a+1—2b,—(2ba + 1), (2b — 1)a + 2b},
{a? + (2 —b)a+ 1,ba% + ba + 1,02 + ba + b}
or {a?+ (B -ba+1,—((1-ba?+(1-ba-1),
a?— (1 —-b)a—1+b}
—2+4 23 {(a — )2, ((1+b)a+ 1)2, (ba + 1 + b)2}
D:Banidf 14 3iY3 {a+3—b,2-ba—1,—(3-ba+2—1b)}
t=-2+iv3 | 3 3.3 C02 (b + D2 (1 — B)er — b)2
|t|:\ﬁ 5+ == {(a+1=0)7, (ba + 1), (( Ja—b)*}
D =3 and Ty {a+3-b,2-ba—-1,—((3-ba+2-0)}
t|t1_+2“/§ 5y 313 {a? + (2 —b)a+ 1,ba® + ba + 1,02 + ba + b}
D =3 and
t=—34+18 | 1+iV3 {—(a+3-b),—((2-ba—1),(3—-ba-+2—b}

V3
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I Lt o, f) |
D =5 and 1 —4iV/5 {a—1,-Qa+1),a+2}
t=—-1+2i/5 or {a—b,—((1+b)a+1),ba+1+b}
It =21 4 —3iv/5 {a+1—b,—(ba+1),—((1-b)a—1b)}
D =5 and
t=—-14+iV5 22t +7 {?+a+1,02+a+1,a®+a+1}
|t = V6
D =6 and 1—2iv6 {a—1,-(a+1),a+2}
t=—-14+1iv6 or {a? +2a+ 2,02 + 1,202 + 2a + 1}
t| =7 1—iv6 {®+a+1,0®2+a+1,02 +a+1}
D =7 and
te{~1+3iv7, -1+ 2/,
,,+oz\[ §+5z\f
5z\f 14+iV7
_3+22ﬁ ‘;igz? o (26+1)+ {~(a+2-b),(1=b)a—1,(2—b)a+1-b}
14207, 2 4 3T

_§+M7_%+31%ﬁ7

2 2

D =7 and
te {1457 2427,
—1+2zxf ——+3M

L=iVT (94 4 1) —
13+iV7

-

{=(a=b), (14b)a+1,—(ba+1+d)}

_3 + 31f + 31f 2
—2+z\/ —1+z\[}
D|t_‘iznd 2% +1 —i2y/7 {—(a+1-b),ba+1,(1—b)a—b}
D =7 and 6 —i\T7 {a+2-2b,(1-2b)a—1,—((2—2b)a+1—2b)}
t=—3 4 307 5— 2i\/7 {a+3—2b,(2—2b)a—1,—((3—2b)a+ 2 — 2b)}
|t|_3f 14207 {—(a®+ (3 —2b)a+1—b),
(1—=0b)a?+ (1 —2b)a — 1,
—((1=b)a® —a—1+10b)}
D =7 and 1— 207 {a+1—2b,—(2ba + 1), (2b — 1) + 2b}
t=—14 3047 1+ 2iV7 {—(a+2—2b),—((1 — 2b)ar — 1), (2 — 2b)ar + 1 — 2b}
It| = 4 T 4 5T {—(204+1-b),(1+b)a+2,(1—ba—1—0b}
I_ BT {20042 — b, —(ba + 2), —((2 — b)a — b)}
-3 {02 + (2—2b)a — b, (b—1)a? + 2ba + 1,
—(ba® +2a+1—10b)}
-5 {a? + (3 —2b)a —b,(b—2)a®+ (2b — Da + 1,
—(ba® +3a+2—10b)}
-7 {a? + (4 —2b)a — b, (b—3)a® + (2b — 2)a + 1,
—(ba? +4a +3 —b)}
or {(a+1-0b)2 (ba+1)?or ((1—-b)a—1b)?}
D =7 and 447 {a+3-b,(2—b)a—1,—((3—-ba-+2—b)}
t=—-2+iV7 5 {a? + (B =ba+1,—((1-b)a?+ (1 -ba—1),
It = V11 o —(1—-ba—1+b}
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H L{t,0.0) |
D =T and 1— 207 {(5—-3b)a —2—b,—((7—2b)a +5 — 3b),
t=—1+iV7 (2 +b)a + 7 — 2b},
t| =2v2 {—(@®*+a+1-0b),—((1-ba?+a+1),
—((1=b)a?+(1—2b)a+1-1b)},
{—(a?+(3—=3b)a—1-b),(3—2b)a?® + (1 —3b)a — 1,
(1+b)a? + (5—b)a+ 3 —2b},
{—(a?+ (4 =3b)a —2—b),(5 - 2b)a® + (2 — 3b)a — 1,
(2+b)a? + (8 — b)a + 5 — 2b},
{302 + (4 — 2b)a+ 1 — b, ba® + (2 + 2b)a + 3,
(1—-b)a? — 2a + b},
{(2=0b)a?+ (3 —-3b)a—1—1b,
—((2=b)a® — (1+ba—2+10),
«1+®a4%5—®a+2—®}
or {—((11 — 5b)a? — (2 + 3b)a — 6 + 4b),
«7+2wa +@4 7b)a + 11 — 5b),
(6 — 4b)a® + (10 — 11b)oc — 7 — 2b}
14 2iV7 {3a+3—b,—(ba +3),—((3—b)a —b)},
{3a —b,—((3+b)ar+ 3),bar + 3 + b},
{(1—2b)a —1—b,—((2—b)a+1—2b),
(14 b)a+2— b},
{3+ 6 — 4b, (3 — 4b)ar — 3, —((6 — 4b)ar + 3 — 4b)},
{—(a® +2a —b), (1 +b)a? — 1,ba® + (2 + 2b)a + 1 + b},
{—(@®+2a+3+b),—((2+b)a? +1),
—((34+b)a?+ (4+2b)a+2+0b)}
or {—(ba? + (14 3b)a+ 2 + b),
—((1 =b)a? — (1 +b)a + ),
—((24+b)a*+ (B —-ba+1-1b)}
5t {20 +1-b,—((1+b)a+2),—((1 —bla—1-1b)}
or {—(2ba+1+4+0b),—((1 =b)a—2b),(1+b)a+1—1b}
Sy {20042 — b, —(ba + 2), —((2 — b)a — b)}
or {—(2a—"b),(24+b)a+2,—(ba+2+b)}
—iV7 {®+a+1,02+a+ 1,02 +a+1}
or {40 + (5 — 2b)a+ 1 — b,ba® + (3 + 2b)a + 4,
(1 —b)a? —3a + b}
D =7 and
t=—3 4 /7 2 +iV7 {—(a+3-b),—((2=b)a—1),(3—b)a+2—b}
|t =2
D =10 and
t=—-1+1iv/10 2t +7 {a?’+a+1,02+a+1,a2+a+1}
] = VII
D =11 and W
te{—§+ 3 ] 4 3T | 22t + 1) + (a+2-b),~((1-b)a—1),(2—b)a+1—b
73+“[172+Wﬁ7 O9—%¢4) {—(a+2-b),—((1-0b) ), (2=b)a+1-b}
—1+2\ﬁ}
D =11 and 2-iVIl(9f 4 1) — o B
2 a—>b), (1+b)a+1 ba+1+b
fe -1 43I 1 4GV | 110 4 2T {=(a=b), (A+b)a+1, —(ba+1+b)}
D =11 and
te{—5+ S“ﬁ —3 4+ 2i/11,
—2+%¢T—1+m¢* _
T sTT 5y sivIT 3(2t 1) — 2L {—(a+1=b),ba+1,(1—b)a—b}
2+dzr ;_"_32\/7
*3+Z\/71 —2+2\ﬁ

—1+iV/11}
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H L(t,a, B) H
D =11 and 1—2iy/11 20+1-b,—((1+b)a+2),—((1-ba—-1-1b)}
t=—1+iV/11 or {2a+4 —3b, (2 — 3b)a — 2, —((4 — 3b)a+2 — 3b)}
t| = 2v/3 —%—% {a? 4+ (2 =b)a+1,ba? + ba + 1,a% + ba + b}

4+iV11 {®+a+1l,0®2+a+1,a2 +a+1}
or {—(2a2 + (2 —2b)a — 1 —b),
(1-b)a? — (2 + 2b)a — 2,
(1+b)a® +4a+1—0b}
—5 _synl {2+ (2—-ba+2,(1+b)a?+ba+1,
202 4+ (2 +b)a+ 1+ b}
D =13 and
t=—-1+iV13 t2Ht+7 {*+a+1,0?+a+1,a?+a+1}
|t = V14
D =15 and

t € {-2+iV15,—1 +iV15}

3+i2\/ﬁ(2t +1)+
1(25 — 3iV15)

(—(a+2-b),—((1—b)a—1),(2—b)a+1—b}

D =15 and
t=—-1+1iV/15 1+2iv/15 {—(a=b),(1+b)a+1,—(ba+1+b)}
It =4
D =15 and
te{_%jL@,_gH\/ﬁ 2(2t 4 1) — 3iV/15 {—(a+1-b),ba+1,(1—-b)a—b}
—1+iV/15}
D =15 and
t:,%Jr@ 3 {a?+a+1,0?+a+1,a*+a+1}
|t| = 2
D =19 and U _ 319 {fa+2-b(1-ba—1,—(2=ba-+1-1b)}
t=—1+iV19 5  3iv19
5_3i 1—b, —(ba+1), —((1—b)a—
\t|:2\/5 2 2 {a+ ba (bOé—i- )’ (( b)a b)}
D =19 and -3 {204+3-0,(1-b)a—2,—((3=b)a+1-10)}
t=—14 i1 2 {a®’+a+1,02+a+1,02+a+1}
It = V5 4 {(@®>+a+1)2 (a®+a+1)2%, (a®> + a+1)%}
D:23’3§’35?\?}%aﬂd 2pt47 {a’+a+1,0%+a+1,a>+a+1}
t=—-5+%5
D = 23 and iv/23 {a—1,—(2a+1),a + 2},
t=—14 23 {(8a+2—b,—((1+b)a+3),—((2—ba—1-b)}
It = V6 or {baa+3 —b,—((2+b)a+5),—((3 —b)a —2—b)}
g4 {204+ 1—b,—((1+b)a+2),—((1—bja—1-0b)}
3 _ i3 {—(2a+2—1b),ba+2,(2—b)a—b}
D =31 and iv/31 {a—1,—(2a+1),a+2},
t=—14 01 {—(Ba+2-b),(1+ba+3,(2—ba—1—b}
It| = 2v/2 or {—(5a+4—3b),(1+3b)a+5,(4—3b)a — 1 —3b}
%—f@ {204+ 1—b,—((1 +b)a+2), —((1 —b)a — 1 —b)}
14 i3l {—(2a+2—b),ba + 2, (2 — b)a — b}
-3 {a? +a+2,20% + a+1,2a% + 3a + 2},
{a? +2a+ 2,02 + 1,202 + 2o + 1}
or {(b+1)a®+ (b+2)a+2,a%+ba+1+b,
202 — (b—2)a+ 1}
t=—5+5%
D = 35 and iv/35 {a—1,—(2a+1),a + 2},
=14 i35 {—(20+1-b),(1+b)a+2,(1—ba—1-b}
[t| =3 or {—(2a+2-"b),ba+2,(2—b)a—b}
4 {(@®+a+1)2 (a®+a+1)% (e +a+1)?}
-5 {a? +a+4,40 + o+ 1,4a% + Ta + 4}

or {a? +2a+2,0%+1,20% + 20 + 1}
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Remark. In case D = 2 we have for all t € {—1+10iv/2, —=5+9iv/2, —7+7i\/2, —T+4iv/2, —5+
2iv/2} that |Ni(a)/k(@=1)] = [Ny(a)/x(a+1—=b)| = |2t +1][, but none of the conjugates of a+1—b
is associated to any of the conjugates of @ — 1 since the quotient % is not an element

of Zk.
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